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中文摘要：递归效用函数分离了投资者的相对风险规避系数和跨期替代弹性系

数，因此推广了传统的时间可分、状态可分的 CRRA 效用函数。本文建立了基
于递归效用函数的连续时间一般均衡资产定价模型，并用来研究递归效用对资

产价格和利率期限结构的影响。通过假定独立同分布的经济，本文还给出了资

产价格和利率期限结构的显示解。本文的研究表明，使用递归效用函数可以得

到更加灵活的无风险利率模型和利率期限结构模型。  

关键词：递归效用函数 资产定价 利率期限结构 几何布朗运动 市场组合 
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递归效用、资产定价与利率期限结构∗ 
 
陈彦斌 

（中国人民大学经济学院 100872） 
 
内容提要：递归效用函数分离了投资者的相对风险规避系数和跨期替代弹性系数，因此推广了传统的时间可分、状态可

分的CRRA效用函数。本文建立了基于递归效用函数的连续时间一般均衡资产定价模型，并用来研究递归效用对资产价格和
利率期限结构的影响。通过假定独立同分布的经济，本文还给出了资产价格和利率期限结构的显示解。本文的研究表明，使

用递归效用函数可以得到更加灵活的无风险利率模型和利率期限结构模型。 
关键词：递归效用函数 资产定价 利率期限结构 几何布朗运动 市场组合 

 
一、引言 

 
投资者有两种不同的规避行为，一种是对期内风险的规避，而另一种则是对跨期消费波动的规避。然

而，在经济学中普遍使用的 CRRA效用函数中，投资者的相对风险规避系数等于跨期替代弹性系数的倒数，
没有将这两种行为区分开来。Epstein和 Zin（1989，1991）和Weil（1989，1990）在 Kreps和 Porteus（1978）
的理论框架基础之上提出了更加灵活的递归效用函数1，推广了传统的时间可分、状态可分效用函数。递归

效用函数中的相对风险规避系数和跨期替代弹性系数分别由两个独立参数刻画，不再互为倒数，从而将风

险规避和跨期替代两种不同行为区分开来。 
引入递归效用函数的主要作用在于通过分解投资者的跨期替代和风险规避两种不同的行为，从而可以

建立更加灵活的资产定价模型。如果所有的资产收益率都服从独立同分布的正态分布，那么资产的溢价等

于相对风险规避系数乘以资产的消费风险（Weil，1989）。因此，可以采用足够大的相对风险规避系数来解
释股票溢价之谜，而没有遭遇无风险利率之谜（Lucas，2003）。 
将递归效用函数应用于资产定价领域的研究工作很多。这些研究工作主要集中在如下几个方面：研究

股票溢价之谜和无风险利率之谜（Weil，1989；Campbell，1999），资产定价模型（Smith，2001；Seckin，
2000；Campbell，1993；Restoy和Weil，1998，Duffie和 Epstein，1992），最优消费和最优投资组合（Svensson，
1989；Weil，1990；Dumas、Uppal和Wang，2000；Schroder和 Skiadas，1999；杨云红和邹恒甫，2001），
情绪波动（陈彦斌，2005）。但是，至今还没有人研究基于递归效用函数的连续时间一般均衡资产定价模
型2，而这正是本文的研究目标。 
只有在一般均衡模型中才能系统地研究递归效用函数对资产定价的影响。在一般均衡模型中，投资者

效用最大化，并且各个市场实现均衡（商品市场出清和各个资产市场出清）。因此，投资者的消费和资产

的价格或者收益率是内生决定的：投资者的最优决策行为，不但决定了他的消费水平和资产持有的投资组

合，而且决定了各个资产的价格。因此，将递归效用函数引入资产定价理论必须研究它对经济中所有资产

价格的影响。第一，给出所有资产的期望收益率与风险之间的资本资产定价模型。第二，根据股票所承诺

的未来红利流，给出股票价格。第三，给出短期无风险债券的价格，或者短期无风险利率。第四，给出长

期无风险债券的均衡价格，即利率期限结构。局部均衡模型将无风险利率视为给定的常数，因此只能研究

前面两者3，无法研究后面两者。 
在连续时间情况下研究递归效用函数对利率期限结构的影响比在离散时间情况下更加方便。首先，虽

                                                        
∗ 本文得到国家自然科学基金资助（项目号：70373018，70403020）。 
1 递归效用函数（Recursive utility function），也称为递归偏好（Recursive preference）、广义等弹性偏好（Generalized isoelastic 
preference）、随机微分效用（Stochastic differential utility）和非期望效用函数（Non-expected utility function）。Tallarini（2000）
的风险敏感偏好（Risk-sensitive preference）也是一种特殊的递归效用函数，其中的跨期替代弹性系数等于 1。 
2 相对而言，研究连续时间下的局部均衡资产定价模型和离散时间下的一般均衡模型都比较容易，而研究连续时间下的一般
均衡模型则比较复杂。 

 3

3 这项工作 Campbell（1993）、Smith（2001）和 Restoy和Weil（1998）已经完成了。 



然在离散时间情况下易于构造一般均衡模型并计算无风险利率和利率期限结构，但是难于处理引入市场组

合后的利率期限结构。其次，引入递归效用函数后，资产定价模型中引入了市场组合和投资者的财富。因

此，资产不但存在消费风险，而且还存在财富风险和市场风险。在连续时间模型中，可以非常方便地研究

这几种风险之间的关系。 
本文的安排如下。第二节描述了具有递归效用函数的投资者所处的交换经济，并将市场组合引入了投

资者的预算约束方程。第三节使用投资者的消费－投资组合模型的 Euler 方程证明了均衡中的资产定价模
型、无风险利率模型以及利率期限结构的一般模型。第四节通过进一步假定股票的红利服从几何布朗运动，

求得了利率期限结构的显示解，并说明了引入递归效用函数对均衡资产定价和利率期限结构的影响。第五

节是结论。 
 

二、经济 
 
考虑一个代表性投资者禀赋经济。经济中的消费品容易腐坏，必须即时消费。本文的经济类似于Lucas
（1978），Mehra和Prescott（1985）和Bakshi和Chen（1996）所研究的经济。 

1、偏好 

时间是离散的，时间间隔为∆ 。经济中存在大量的具有相同偏好的无限存活的投资者。代表性的投
资者使用 时的财富为W ，所得到的最大期望终身总效用为值函数V W ，由如下方程递归给出 

t
t t ( )t

                       [ ]
1

1 11 1( ) (1 ) ( )t t
t t t t te c e E V WV W

α
γ γρ γ ρ α

−
− −− ∆ − − ∆ −

+∆
 = − + 
 

，                   （1） 

此处 是条件期望算子，tE ρ 是时间偏好参数，c 是投资者在时间区间[ ,t )t t t+ ∆ 的消费流，α 是相对风险

厌恶系数（Relative Risk Aversion，简称RRA），1/ γ 是跨期替代弹性（Intertemporal Elasticity of Substitution，

简称IES）。α 和γ 是两个独立参数。如果α γ= ，那么递归效用函数（1）就退化为常数相对风险规避系

数型的效用函数。 
 

2、资产市场 

经济中有 种公开交易的资产：Lucas树（股票）、债券和 种金融资产。各个资产详细定义如下。 2n + n
经济中的每一个投资者在初始时刻，都被赋予一棵Lucas树。Lucas树是经济中唯一的生产技术，果实
是经济中消费品的唯一来源。Lucas树可以永久存在，但是果实容易腐烂，必须在当期消费。如果将Lucas

树理解为股票，那么Lucas树的果实则为红利。每棵Lucas树的价格为 ，其红利 服从如下随机过程 tP tD

                                   , ,
t

,D t D t
t

D t
D

µ σ∆
= ∆ + ∆ D tB

t t

，                              （2） 

此处 表示红利的增长部分，t t tD D D+∆∆ ≡ − /tD D∆ 表示红利的增长率， ,D tµ 和 ,D tσ 分别是单位时间内

红利增长率的条件均值和标准差， ,D tB 是标准布朗运动。 

经济中的无风险资产是债券。 t时发行的无风险债券在 t t+ ∆ 时到期，并回报一单位的消费品。无风
险债券在 时的即时净利率记为 。 t tr

经济中还存在 种金融风险资产。假定每份风险资产 的 时价格（包括该资产所付红利）为 ，服

从如下的随机过程 

n i t ,i tP

                            , , ,
, ,

, ,

i t i t t i t
i t i t i t

i t i t

P P P
t

P P
µ σ+∆∆ −

≡ = ∆ + ,B∆ ，                          （3） 
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此处 ,i tµ 和 ,i tσ 分别是风险资产 的单位时间内的收益率的条件均值和标准差，依赖于 t 时经济的状态，i ,i tB

是标准布朗运动。 
 
3、预算约束方程 

设代表性投资者在[ , )t t t+ ∆ 期初持有 棵Lucas树，价值为ts /(1 )tL rt+ 的债券，持有 份风险资产 i。

那么投资者的预算约束方程为 

,i th

1 , ,1
nt

t t t t i i t i
t

LW c t Ps h P
r t == ∆ + + + ∑

+ ∆ t

2

 

1 , ,( ) n
t t t t t t t t i i t i t tW P D t s L h P+∆ +∆ +∆ = +∆= + ∆ + + ∑  

将预算约束方程写为财富动态方程就可以引入市场组合。设投资者将其消费后的剩余财富投资于 n＋2

种资产的投资组合比例分别为 1, , nω ω + ，并满足 1 1n 2ω ω ++ + = 。那么有 

1( )t t n tW c t Pstω +− ∆ = ， 2( )
1

t
t t n

t

LW c t
r t

ω +− ∆ =
+ ∆
和 , ,( )t t i i t iW c t h P tω− ∆ = ， i n  1,...,=

将之代入投资者的 时预算约束方程，得到 t + ∆t

, ,
1 , ,

, ,

( )
/(1 ) 1

i t i t tn t t t t t t t
t t i i t i t t t

i t i t t t t t t

h P P D t s L LW h P Ps
h P Ps L r t r t

+∆ +∆ +∆
+∆ =

+ ∆
= ∑ + +

+ ∆ + ∆
 

   ,
1 1

,

( )( )[ (1 )i t tn t t t t
t t i i n t n

i t t

P P D tW c t r t
P P

ω ω+∆ +∆ +∆
= +

+ ∆
∆ ∑ + + + ∆ 2 ]ω += −  

,
1 1

,

( )[1 i tn t t t
t t i i n n t

i t t

P P D tW c t r t
P P

ω ω ω+∆
= + +2 ]

∆ ∆ + ∆
= − ∆ + ∑ + + ∆  

可以将代表性投资者所投资的 种资产视为市场组合2n + 4，市场组合指数 服从如下随机过程 ,m tP

,
, ,

,

m t
m t m t m t

m t

P
t B

P
µ σ

∆
= ∆ + ∆ ,  

因此，投资者的预算约束方程可以表示为其财富的动态方程 

                                 ,

,

( )(1 m t
t t t t

m t

P
c t

P+∆ )W W
∆

= − ∆ +                              （4） 

 
三、均衡资产定价模型 

 
本节求解投资者的消费－投资组合问题，并给出一般均衡 Euler方程。然后使用 Euler方程证明均衡中

的资产定价模型、无风险利率模型以及利率期限结构的一般模型。 
1、均衡 Euler方程 
均衡中的资产价格使得投资者效用最大化，并且各个市场出清。一方面，对于产品市场。由于经济中

投资者的人数等于Lucas树的棵数，而各个投资者是相同的。所以，在均衡中每个投资者持有一棵Lucas树，

即 。而又由于树所产生的果实必须在当期消费，那么有 c1ts = t Dt= 。另一方面，对于债券市场和风险资

产市场。所有投资者所持有的债券之和为0，即Lt = 0；所有投资者所持有的第i种风险资产之和为0，即

。投资者的状态变量为财富，控制变量则是所持有的各种资产的数量，即债券数量和树的棵数，以, 0i t =h
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4 值得注意的是，经济学中经常将股票理解为整个股票市场。由于市场组合包含了股票或者股票市场在内，所以股票市场的
指数，如 S&P500等，并不能当作市场组合指数。 



及各种金融风险资产的份数。使用随机动态规划可以得到如下Euler方程， 

                     

1 1 11 1
,,

, ,

1 1 j tm tt t t
t

t m t j t

PPcE e
c P P

α α
γ γ γ

ρ

− −
−− − −

− ∆ +∆ 1
 

     ∆∆  
  + +   =             

 

                 （5） 

Euler方程的求取过程参见Weil（1989）。均衡中的最优消费等于 Lucas树的红利，但是本文为了记号简便，
仍然写作消费符号。 

 
2、资产定价模型 
下面的定理 1证明了基于递归效用函数的资产定价模型，根据股票所带来的未来红利流给出了股票的
均衡价格。 
定理 1：在连续时间极限中，风险资产的均衡风险溢价和股票价格为 
（i）包括股票在内的任何资产的期望风险溢价满足 

                          
, ,

1 1(1 )
1 1j t t jc t jm tr ,

α αµ γ σ σ
γ γ

− −
− = + −

− −                             
（6） 

其中 , , ,cov ( / , / ) /jc t t j t j t t tdP P dc c dtσ = 和 , , , , ,cov ( / , / ) /jm t t j t j t m t m tdP P dP P dtσ = 分别是资产收益率与投

资者的最优消费增长率和市场组合收益率的条件协方差，分别度量该资产的消费风险和市场风险。 
（ii）股票的价格为 

                        

1 1 1( ) 1
,1 1 1

,

( ) ( )
s t

m ss
t t st

t m t

PcP E e D ds
c P

α α αρ γ
γ γ γ

− − −
− − − −∞ − − −

  =  
  
∫

                      
（7） 

证明：（i）定义记号 。由于 Euler方程（5）对无风险资产也成立，所以将方程（5）减

去相应无风险资产的方程，并消除 t时可测的系数，得到 
t t tc c c+∆∆ = − t

,,

, ,

{(1 ) (1 ) ( )} 0j tm tA Bt
t t

t m t j t

PPcE r
c P P

t
∆∆∆

+ + − ∆ =  

其中常数
1
1

A αγ
γ

−
= −

−
，

1 1
1

B α
γ

−
=

−
− 。进行泰勒展开，得到 

,, ,2 2

, , ,

( 1) 1{[1 ( ) ][1 ( 1)( ) ]( )} ( )
2 2

j tm t m tt t
t t

t t m t m t j t

PP Pc cA AE A B B B r t o
c c P P P

t
∆∆ ∆∆ ∆−

+ + + + − − ∆ = ∆  

合并，并忽略 的高阶无穷小，得到 t∆

,,

, ,

{(1 )( )} 0j tm tt
t t

t m t j t

PPcE A B r t
c P P

∆∆∆
+ + − ∆ =  

因此，得到风险资产的期望超额收益率为 

, ,, ,

, , ,

( ) [( )( )] cov ( , )j t j t j tm t m tt t
t t t t t

j t t m t j t t m t j t

P PP Pc cE r t E A B r t A B
P c P P c P

∆ ∆∆ ∆∆ ∆
− ∆ = − + − ∆ = − + ,

, ,

P
P

∆
 

其中第二个等号使用了协方差分解公式和期望的乘积是高阶无穷小。令 0t∆ → ，时间间隔无穷小，从而
是连续时间，那么有 , , ,j t t jc t jmr A B tµ σ σ− = − − 。 

（ii）在均衡 Euler方程（5）中使用均衡条件 ct = Dt，并注意到股票的收益率等于下一期的价格加上

红利除以此期的价格。由于股票的此期价格是 t时可测的，所以得到 
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,'

,

[ ( ) ( ) (m t tt A Bt t
t t t t t t

t m t

PcP E e D t P
c P

ρ +∆− ∆ +∆
+∆ +∆= ∆ )]+ ， 

其中
1'
1

αρ ρ
γ

−
=

−
。因此， 

, ,' '

, ,

[ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ]m t t m t tt A B t A Bt t t t
t t t t t t t

t m t t m t

P Pc cP E e D t E e P
c P c P

ρ ρ+∆ +∆− ∆ − ∆+∆ +∆
+∆ += ∆ + ∆  

,'

,

, , 2' ' 2
2 2

, ,

[ ( ) ( ) ]

  { ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )

m t tt A Bt t
t t t

t m t

m t t m t tt A B t A Bt t t t
t t t t t

t m t t t m t t

PcE e D t
c P

P Pc cE e E e D t P
c P c P

ρ

ρ ρ

+∆− ∆ +∆
+∆

+∆ + ∆− ∆ − ∆+∆ + ∆
+∆ + ∆ + ∆

+∆ +∆

= ∆

+ ∆ ]}t t+

]

 

利用迭代期望法则（The law of iterated expectations）， [ ( )] [t t t tE E E+∆ ⋅ = ⋅ ，并化简，有 

, ,' 2 ' 2
2

, ,

, 22 ' 2
2

,

[ ( ) ( ) ] [ ( ) ( )

       [ ( ) ( ) ]

m t t m t tt A B t A Bt t t t
t t t t t t t

t m t t m t

m t tt A Bt t
t t t

t m t

P Pc cP E e D t E e D t
c P c P

PcE e P
c P

ρ ρ

ρ

+∆ + ∆− ∆ − ∆+∆ + ∆
+∆ + ∆

+ ∆− ∆ + ∆
+ ∆

= ∆ +

+

2 ]∆

 

不断递推，得到， 

, ,' '

1 , ,

[ ( ) ( ) ( )] lim [( ) ( ) ]t j t m t j t m Tj t A B T A BT
t t t j t t TTj t m t t m t

c P PcP E e D t e E P
c P c P

ρ ρ
∞

+ ∆ + ∆− ∆ −
+ ∆ →∞

=

= ∆ +∑  

其中
,'

,

lim [( ) ( ) ]m TT A BT
tT

t m t

Pce E P
c P

ρ−

→∞ T 为资产泡沫（Bubble）。在均衡中，资产泡沫等于0（参见Ljungqvist和

Sargent（2000）第237页）。证明结束。□ 
 
定理 1 在连续时间下的一般均衡模型中再现了基于递归效用函数资产定价模型，所得到的结果与

Campbell（1993）的离散时间一般均衡模型和 Smith的连续时间局部均衡模型是相同的。方程（6）指出，
任何资产的风险溢价依赖于该资产的消费风险5和市场风险。方程（6）是资产定价的两因素模型，同时具
有 CCAPM模型和 CAPM模型的特征6。在 CCAPM模型中，消费风险是决定资产的均衡收益的唯一风险
来源。在 CAPM模型中，市场风险是决定资产的均衡收益的唯一风险来源。如果递归效用函数退化为 CRRA
效用函数，令α = γ，那么方程（6）就退化为 Breeden的 CCAPM模型。有两种方法可以将方程（6）理解
为静态的 CAPM模型。一种方法是当α 等于 1时，资产的风险溢价等于其市场风险（Smith，2001）；另外
一种方法是当γ 等于 0时，投资者的跨期替代弹性等于无穷大，资产的风险溢价只与市场风险有关。 
在连续时间极限中，资产的市场风险就是该资产的财富风险。在投资者的预算约束方程两边除以现在

的财富，可以得到财富增长率与市场组合的关系为 

,

,

(1 )(1 )m tt t t

t t

PW c t
W W P

+∆

m t

∆∆
= − +  

定义记号 ，将财富增长率代入资产收益率与财富增长率的条件协方差，得到 t t tW W W+∆∆ = − t

                                                        
5 由于在均衡中，投资者的最优消费等于股票的红利，所以代表性投资者的消费风险，就是经济中的生产风险（Production 
risk）。 
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6 基于递归效用函数的资产定价模型具有 CCAPM和 CAPM模型的特征，并不等于说是两类模型的简单相加。在方程（6）
中，消费风险和市场风险是彼此依赖，无法严格区分（Restoy和Weil，1998）。后面将会证明资产的市场风险等于财富风险，
并且在几何布朗运动的经济中，投资者的消费占财富的比例是时间不变的常数。因此，消费风险会完全等同于市场风险。 



, , , ,

, , , ,

cov ( , ) cov [ , (1 )(1 ) 1] (1 ) cov ( , )j t j t j tm t m tt t t
t t t

j t t j t t m t t j t m t

P P PP PW c t c t
P W P W P W P P

∆ ∆ ∆∆ ∆∆ ∆ ∆
= − + − = − ,

,

,

 

其中第二个等号消除了常数，并提出 t 时可测的量。方程两边令时间间隔趋向于无穷小，并在方程两边除

以时间微分，便得到 ,jm t jW tσ σ= ，其中 , , ,cov ( / , / ) /jW t t j t j t t tdP P dW W dtσ = 是资产收益率与投资者的财

富增长率的条件协方差，度量资产的财富风险。因此，将方程（6）中的市场风险替换为财富风险，就可
以得到 Smith的基于财富的资产定价模型7。 
本文通过引入递归效用函数而得到的基于财富的资产定价模型和 Bakshi和 Chen的基于财富偏好的资

产定价模型，都是两因素模型：资产的风险溢价依赖于其消费风险和财富风险。虽然两类模型形式相同，

但是内在机制完全不同。在 Bakshi和 Chen的模型中，投资者的消费和财富都是其效用函数中的变量，那
么投资者不但关心其消费的波动，也关心其财富的波动。因此，投资者持有风险资产，不但对冲资产的消

费风险，而且对冲资产的财富风险。 
方程（7）指出，股票的价格等于所有未来的红利收入的总折现值。虽然投资者偏好是递归的，但是

仍然是理性的。因而，在均衡中，股票的价格由其所承诺的未来红利决定，而不存在资产泡沫。在方程（7）

中令α = γ，那么股票价格等于 ，这是所熟悉的结论。 ( ) ( / )s t
t s tt

E e c c D dρ α∞ − − −∫ s s

 
3、无风险利率和利率期限结构 

折现债券（discount bond）在 时的价格记为t ( , )b t τ ，该债券在 t τ+ 时到期，并承诺付给持有者1单位

的消费品。折现债券是长期的无风险资产。下面将使用折现债券研究基于递归效用函数的无风险利率和利

率期限结构。主要结果反映在定理2中。 
定理 2：在连续时间极限，均衡的无风险利率和无风险折现债券的价格可以刻画为 
（i）无风险利率是 

                     

2 2
, ,

1 1 1( 1) ( 1)
2 1 2 1t D t m tr ,D t

α γ αρ γµ σ γ σ
γ γ

− −
= + + − − +

− −                      （8）
 

其中 , ,cov ( / , / ) /Dm t t t t m t m tdD D dP P dt,σ = 是红利增长率与市场组合收益率的条件协方差。 

（ii）折现债券的价格是 

                             
1

,1

,

( , ) [( ) ( ) ]m tAt
t

t m t

Pcb t e E
c P

αρ τ
τγ ττ

−
−

+− += B                            （9） 

证明：（i）由于均衡 Euler方程对无风险资产成立，所以有 

( )
1

,1

,

{ ( ) (1 ) 1 }
t

m tA Bt t
t t

t m t

PcE e r t
c P

αρ
γ

−
− ∆

− +∆ ∆
1+ + ∆ =  

将 t时可测的变量提出，并泰勒展开，得到 

( ) , ,2 2

, ,

( 1) ( 1) 11 {[1 ( ) ][1 ( ) ]} 1
2 2 1

m t m tt t
t t

t t m t m t

P Pc cA A B Br t E A B t o t
c c P P

αρ
γ

( )
∆ ∆∆ ∆− −

+ ∆ + + + + = + ∆ + ∆
−
−

 

化简，省略高阶无穷小，得到 

( ) , ,2 2

, ,

( 1) ( 1)1 [1 ( ) ( )
2 2

m t m t m tt t t
t t

t t m t m t t

P Pc c cA A B Br t E A B AB
c c P P c

,

,

]
m t

P
P

∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆− −
+ ∆ + + + + +
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7 方程（6）与 Smith的资产定价模型的区别在于，Smith的资产定价模型是局部均衡模型，无风险利率是外生给定的常数；
而方程（6）是一般均衡资产定价模型，内生的无风险利率由投资者的最优消费和投资组合决定。 



11 (
1

t o t)αρ
γ

−
= + ∆ + ∆

−
 

省略高阶无穷小，得到 

, , ,2 2

, , ,

( 1) ( 1) 1[1 ( ) ( ) ] 1
2 2

m t m t m tt t t
t t

t t m t m t t m t

P P Pc c cA A B B
1

E A B AB r t
c c P P c P

αρ t
γ

∆ ∆ ∆∆ ∆ ∆− −
+ + + + + + ∆ = +

−
−

∆  

当 时，就得到 0t∆ →

2 2
, , , ,

1 ( 1) ( 1)
1 2 2t D t m t D t m t

A A B Br A B AB ,Dm t
αρ µ µ σ σ
γ

− − −
= − − − − −

−
σ  

对市场组合这个特殊资产的 Euler方程同样实施上述过程，得到 

2 2
, , , ,

1 ( 1) ( 1)0 ( 1) (
1 2 2 ,1)D t m t D t m t

A A B BA B A B Dm t
αρ µ µ σ σ
γ

− − +
= − − + − − − +

−
σ  

结合上述两个公式并化简，就得到所要的结果。 

（ii）不妨设 ( )N tτ = × ∆ ，即时间区间[ , ]t t τ+ 可以分为 个间隔N t∆ 。由无红利的金融资产j的Euler

方程，并递推有 

, ,' ' '
, , 2 , 2

, ,

[ ] [ [ ]j t t j t t j t tA A t A A t t A A
t m t t t t m t t t t t t t m t t

j t j t t j t

P P
c P e E c P e E e E c P

P P
ρ ρ ρ+∆ + ∆ +∆− ∆ − ∆ − ∆

+∆ +∆ +∆ + ∆ + ∆
+∆

= = 2 ,

,

]
P
P

 

利用期望迭代法则，并用同样的方法不断递推，可以得到 

, 2 , ,2 ' ' '
, 2 , 2 , ,

, ,

[ ] [ ] [j t t j t N t j tA A t A A N t A A A A
t m t t t t m t t t t N t m t N t t t m t

j t j t j t

P P
c P e E c P e E c P e E c P

P P ,

]
P
P

τρ ρ ρ τ
τ τ

+ ∆ + ∆ +− ∆ − ∆ −
+ ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + += = =  

其中最后等号利用了事实 ( )N t τ× ∆ = 。现在将折现债券理解为一种资产，那么 , ,1, ( , )j t j tP P b tτ τ+ = = ，

代入上式得到所要的结果。证明结束。□ 
 
与 Cox、Ingersoll 和 Ross（1985）相同的是，方程（8）中的无风险利率是一般均衡模型中的内生变
量。但不同的是，无风险利率不但依赖于红利增长率的均值和方差，而且依赖于市场组合收益率的均值和

方差，以及红利增长率与市场组合收益率的协方差。而且，由于红利增长率和市场组合收益率是时间可变

的，所以无风险利率也是随时间而变化，不是固定的常数。如果递归效用函数退化为 CRRA效用函数（α = 

γ），那么方程（8）就退化为 2
,

( 1)
2t D tr ,D t

α αρ αµ σ+
= + − ，其中只有红利增长率的均值和方差影响无风

险利率。 
方程（9）指出，t时的τ 期折现债券的价格等于τ 时后的1单位消费品在t时的折现值。在方程（9）中

令α = γ，那么该折现债券的价格等于 ( / )t t te E c cρτ
τ

−
+

α−

t

。方程（9）与传统的模型的区别在于定价核中多

了市场组合指数的增长率这一项。 

 
四、独立同分布经济中的显示解 

 
由于无法得到折现债券价格的显示解，所以很难定量分析参数α 和γ对折现债券价格的影响。本节在

独立同分布（i.i.d.）经济中求取各个资产价格的显示解，并使用显示解考察分离投资者的相对风险规避系
数和跨期替代弹性系数对资产价格的影响。 

假定股票的红利 服从几何布朗运动，dDtD ,/t t D D DD dt dBµ σ= + ，即红利增长率的均值和标准差都

是常数。因此，红利增长率是独立同分布的。由于均衡中投资者的最优消费等于红利，所以最优消费也服

 9



从几何布朗运动。 
可以使用猜测－验证方法证明，所有资产价格都服从几何布朗运动。不妨先假设市场组合指数服从几

何布朗运动， , ,/m t m t m m m tdP P dt dB ,µ σ= + ，从而红利增长率与市场组合收益率之间的协方差为常数，并

记为 Dmσ 。定理 3将证明股票的价格－红利比为常数，从而股票价格服从几何布朗运动。由 Euler方程（5）

可知，各个金融风险资产的价格服从几何布朗运动。而由投资者的预算约束方程可知，市场组合收益率是

经济中各个资产收益率的线性组合。因此，市场组合指数服从几何布朗运动。 
1、参数α和γ的含义 
下面将说明，在独立同分布经济中参数α和γ可以分别解释为投资者的相对风险规避系数和跨期替代弹
性系数的倒数。 
参数α是投资者的相对风险规避系数。Weil（1990）和 Smith指出了当经济中的红利以及各个资产都服
从几何布朗运动时，投资者的值函数是其财富的幂函数，幂指数为α。而相对风险规避系数则定义为负的
财富乘以值函数的二阶导数除以值函数的导数。通过计算可以得知投资者的相对风险规避系数刚好等于参

数α。 
γ 是投资者的跨期替代弹性系数的倒数。由于 Euler方程（5）对任意资产成立，所以不妨取为市场组

合，变形得到 

,

,

1{exp[ ln ( 1) ln ]} 1
1

m t tt t
t

t m t

PcE t A B
c P

αρ
γ

+∆+∆−
− ∆ + + +

−
= 。 

由于投资者的最优消费等于股票的红利，所以也服从几何布朗运动。因此，ln 和

服从正态分布。化简并取对数，得到 

( / )t t tc c+∆ , ,ln( / )m t t m tP P+∆

, ,

, ,

, ,

, ,

1 1 1(ln ) (ln ) var [ ln ( 1) ln ]
1 2

1 1 1                 (ln ) var (ln ln )
2 1

m t t m t tt t t t
t t t

t m t t

m t t m t tt t
t t

m t t m t

P Pc cBE t E A B
c A A P A c P

P Pct E
P c P

ρ α
γ

γ αγ
γ γ γ

+∆ +∆+∆ +∆

+∆ +∆+∆

− +
= ∆ − − + +

−

−
= − ∆ + + −

−

m t
 

跨期替代弹性系数定义为，经济中利率水平增加 1个单位时，投资者的消费增长率增加的幅度，即如下偏
微分 

, ,

[ln( / ) 1
[ln( / )]

t t t t

t m t t m t

E c c
E P P γ

+∆

+∆

∂
=

∂
 

因此，参数γ的含义是投资者的跨期替代弹性系数的倒数。 
 

2、资产定价的显示解 
在独立同分布经济中，投资者的最优消费占其财富的比例是时间不变的常数（Weil，1990；Smith，2001）。

因此，可以推断投资者的最优消费增长率与财富增长率完全相同8。那么对任意的风险资产而言，其消费风

险等于财富风险。而前面已经证明了不管是否独立同分布经济，均衡中资产的财富风险等于市场风险。因

此，在独立同分布经济中，资产的消费风险、财富风险和市场风险都是相等的。将这个事实应用于定理 1，
得到如下定理 3。 
定理 3：在独立同分布经济中，均衡资产价格满足如下关系， 
（i）任何资产的期望收益率满足如下资产定价模型 

                                     j tr jcµ ασ− =
                                     （10）

 

（ii）股票的价格和所服从的几何布朗运动分别为 
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8 显然：若 ct=KWt，K为某常数，那么 dct/ct=dWt/Wt。 



                             
t

t
DP
G

= 和 ,
t

D D D
t

dP dt dB
P

µ σ= + t                              （11）

 
此处

22
2 2 2 21 1( 1)( ) ( ) [( 1) 2( 1)

1 2 2 2
mD ]D m D mG A B A B Aσσαρ µ µ σ σ

γ
−

= − + − − − − + + + +
− DmBσ 。 

证明：（ii）由于红利服从几何布朗运动，那么对 使用 Ito引理，有 ln lD
2

2 2
,

1 1ln [ ( ) ] ( )
2 2 2

l l D
l l l l D D

l l

dD dDd D D dD dD dl dl dB
D D

σσ µ σ−= + − ⋅ = − = − + D D l  

对上式进行随机积分，有 
2

,ln ( )
2

s s s
D

l D Dt t t
d D dl dBσµ σ= − +∫ ∫ ∫ D l ， 

方程左边等于 ln lns tD − D ，方程右边等于
2

,( )
2

s
D( )D D Dt

s t dBσµ − − + ∫ lσ 。左右两边相同，得到 

2

,exp[( )( ) ]
2

s
D

s t D D t
D D s t dBσµ σ= − − + ∫ D l  

同理可以得到 

( )
2

, , exp[( ) ]
2

sm
m s m t m m m lt

P P s t dBσµ σ= − − + ∫ ,  

因此，可以计算 
22

, ,
1 1( ) ( ) [( )( ) ]( 1) [( )( ) ]

,1 ( )1 1 2 2

,

[ ( ) ( ) ] { }
s smD

D D D l m m m lt t
s t s t s t dB A s t dB B

m sA B G s ts
t t

t m t

PDE e E e e
D P

σσα αρ ρ µ σ µ σ
γ γ

− −
− − − − + − − + + + − − +

+ − −− − ∫ ∫= =  

其中记号 如定理中所定义。因此，由定理 1可知股票的价格－红利比等于 G
1 ( )

,1 (1

,

1[ ( ) ( ) ]
s t

m sA B G s tt s
tt t

t t m t

PP DE e ds e ds
D D P

αρ
γ

−
− −∞ ∞+ − −− )

G
= = =∫ ∫  

证明结束。□ 
 
方程（10）指出，资产的风险溢价等于投资者的相对风险规避系数乘以资产的消费风险9。这个结论与

CCAPM 模型相同，但是内涵完全不同。在 CCAPM 模型中，跨期替代弹性系数被约束为相对风险规避系
数的倒数，由此而计算得到的数值不具有合理性。虽然由方程（10）计算得到的相对风险规避系数仍然等
于资产的风险溢价除以资产的消费风险，但是不必约束等于跨期替代弹性系数的合理数值的倒数。因此，

可以采用足够大的相对风险规避系数来解释股票溢价之谜，而没有遭遇无风险利率之谜（Lucas，2003）。 
由方程（11）可知，股票的价格－红利比是时间不变的常数，从而股票价格与其红利具有相同的增长
率。那么股票的收益率等于 

,( )t t
D D D

t t

dP D dt G dt dB
P P

µ σ+ = + + t

                                                       

 

是独立同分布的，并且与红利增长率具有相同的标准差，但均值不同。注意到股票的消费风险和市场风险

均等于股票红利增长率的方差，不难验证股票的风险溢价也满足资产定价方程（10）。 
方程（11）推广了已有的结果。如果递归效用函数退化为 CRRA效用函数（α = γ），那么方程（11）
就退化为 
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9 Weil（1989）在 i.i.d.的两资产经济中也得到了类似的结果，但所使用的是马氏链方法。 



2
2 21/[ (1 )( ) (1 ) ]

2 2
D

t t D DP D σρ α µ α σ= − − − − −  

其中市场组合收益率或者投资者的财富增长率对股票的价格没有影响。股票价格－红利比只与时间偏好参

数、相对风险规避系数和红利增长率的均值和方差有关。如果进一步取投资者的相对风险规避系数等于 1，

即为对数效用函数，那么得到 / 1/t tP D ρ= ，即股票的价格－红利比等于时间偏好参数的倒数（Bakshi和

Chen，1996）。 
 

3、利率期限结构的显示解 
在独立同分布经济中，可以求得均衡中无风险资产的价格，包括短期的无风险利率和长期的折现债券

的价格。主要结果反映在定理 4中。 
定理 4：在独立同分布经济中，均衡的无风险利率和折现债券价格满足如下关系， 
（i）无风险利率是 

2 2
,

1 1 1( 1) ( 1)
2 1 2 1t D t mr D

α γ αρ γµ σ γ σ
γ γ

− −
= + + − − +

− −
 

（ii）折现债券的价格是 

2 2
, ,

1 1 1( , ) exp ( 1) ( 1)
2 1 2 1D t m t D tb t α γ α

,τ ρ γµ σ γ σ τ
γ γ

  − −
= − + + − − +  − −  

 

 
定理 4指出，在独立同分布经济中，均衡的无风险利率和折现债券价格都与所处的时间无关，而只与

资产的期限有关。在方程（12）中取α = γ，就退化为
2

2 21( , ) exp{ [ ( ) ] }
2 2

D
D Db t στ ρ µ α σ α τ= − + − −

2( , ) exp[ ( )D Db t

。如果

进一步取α 等于 1，即为对数效用函数，那么得到 Bakshi和 Chen的 ]τ ρ µ σ= − + − τ 。 

 
五、结论与展望 

 
本文在交换经济中建立了基于递归效用函数的连续时间一般均衡资产定价模型。本文的主要工作在于

如下几点：第一，研究了将市场组合引入预算约束方程的微观机理；第二，比较系统地研究了资产的消费

风险、生产风险、市场风险和财富风险等各种风险度量之间的关系；第三，给出了短期无风险利率方程和

利率的期限结构，并在独立同分布经济中给出了利率期限结构的显示解。 
本文的分析表明，引入递归效用函数可以建立更加灵活的资产定价模型和利率期限结构模型。这种灵

活性体现在如下两个方面。首先，虽然包括股票在内的所有资产的风险溢价只与投资者的相对风险规避系

数有关，但是投资者的相对风险规避系数和跨期替代弹性系数，对股票的价格－红利比、无风险利率和长

期折现债券价格都有影响。其次，均衡的无风险利率模型和利率期限结构模型中，不但含有投资者的消费

所服从的随机过程，还含有市场组合指数所服从的随机过程。从而模型具有更加丰富的动态行为。 
本文的研究还可以进一步推进。本文虽然得到了一般化的利率期限结构，但是在独立同分布经济中所

得到的利率期限结构的显示解，实际上是平坦的期限结构。因此，需要进一步研究向上倾斜的利率期限结

构的显示解，这将需要使用更加复杂但符合实际资本市场的随机过程。这一工作将具有很大的难度，但也

将充满极大的挑战性。 
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